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はじめに

延縄漁具の水中形状を左右する幹縄のたるみ具合を

調べるために浮子間の距離を正確に測定する必要があ

る（水野ら，1997）．今日，様々な分野でGPS（Global

Positioning System）が位置測定に利用されており，正

確な位置のわかった基準点を参照して観測点の位置を

得るDGPS（Differential GPS）では，より高精度（誤

差 数cm～数m）の測定が可能である．しかし，海上

に浮かべた浮子間の距離の測定を外洋で行う場合には

そのような基準点が利用できず有効ではない．また現

在のところ高精度で測定位置が得られるGPSは高価で

あり海上での使用には亡失する危険がつきまとうため

搭載するGPSは出来る限り安価なものが望まれる．そ

れ故，本研究では市販の安価なGPSを用いた．現在カ

ーナビゲーション等に用いられる市販のGPS受信機の

位置測定精度は，単独測位ではおおよそ100m（95%

信頼限界の誤差半径；標準偏差の約２倍）といわれる

（土屋・辻 ，1995）．一方，延縄の水中形状の推定に

は浮子間の距離（およそ500m）を誤差数ｍ以下で測

定することが望まれる（水野ら，1997）．

本論文では市販のGPSを用いて延縄浮子間の距離を

計算したとき，その誤差を真の値の1％以下に抑える

ことを目標とした．そこで，最初に位置測定誤差を持

つ2点間の距離の推定についてランダムな誤差を仮定

した上で，従来の統計理論やシミュレーションを用い

て適切な推定量に関する理論的な考察をおこなう．そ

の結果から正確な２点間の距離を測定するために必要

な標本数を求める．さらに，遠洋水産研究所の屋上に

1対の市販のGPSを設置し距離を推定する実験を行う．

これらの結果とGPSの性質を組み合わせることによ

り，海洋において市販のGPSを用いて延縄浮子間の距

離を推定するのに妥当な推定量，標本数を検討する．

1次元空間の距離の推定量

GPSによってある点の位置を測定すると，その点の

緯度と経度の値が得られる．2点間の距離zは2次元空

間（平面）上でまず緯度方向・経度方向それぞれの距

離x, yを計算し，次の式によって求める．

そこで，緯度・経度方向の距離を推定するため，1

次元モデル（図1）を考える．位置a，bでの観測値を

ya，ybとするとき測定毎に変化する2点間の距離は関
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z＝  x2＋y2 (1)

図1. 2点間の距離の1次元モデル



2) 最尤推定量d^

定理『θの最尤推定量θ*をf(θ)に代入して得られ

るf(θ*)は，一般にやはりf(θ)の最尤推定量である

（つまり，f(θ)*=f(θ*)）』（竹内，1963）により，最尤

推定量a^ =(1/n)Σy
a
，b^ =(1/n)Σy

b
をd=f(a,b)= (a-b)2に代

入して得られるd^ は最尤推定量である．ただし，この

推定量は不偏推定量ではない（補遺3）．この偏り

h(x,n)は，<d>の推定量とは異なり，nにも依存する．

h(x,n)のグラフを図3-1，図3-2に，h(x,n)/xの値の変化

を表2に示した．これより，両点のサンプル数が20個

以上あれば，真の距離xがσと同じぐらいであっても

ほとんど偏りがなくなる．

3) 偏りの大きな推定量d̃

d̃を用いた場合，この推定量の偏りは補遺4で導出さ

れる式によって計算される．この偏りをk(x,n)として，

そのグラフを図4-1，図4-2に，k(x,n)/xの値の変化を表

数で示すと，

となる．いま，ある測定器による両端点a，b（b>a）

の測定誤差はそれぞれ平均0，分散σ2の正規分布N(0,

σ2)に従うと仮定する．この場合，測定器による観測

値は1つではないので種々の推定量が存在する．ここ

では，次の4つの推定量を検討した．

ここで，y
ai
（i=1,...,n）はa点の位置のi番目の観測値，

y
bi
（i=1,...,n）はd点の位置のi番目の観測値である．推

定量d
_
は推定量<d>の各観測値の距離が真の距離と同方

向を向いているか否かを考慮して符号をつけたもので

あり，推定量<d>は単純に各観測値ごとに距離を計算

して平均をとったもの，推定量d^ は各点の平均値の距

離を計算したもの，推定量d̃は各点の距離の二乗を平

均して平方根をとったものである．尚，以下の計算で

は，簡単のためにa = 0，b = xとする．

1) 不偏推定量d
_
及び推定量〈d〉

d
_
が不偏推定量になっていることが，補遺1により証

明される．分散は，補遺5の計算により，2σ2/nとなる．

<d>は大きな偏りを持つ（補遺2）．この偏りg(x)はx

に依存する．σ=1のときのg(x)のグラフを図2に示し

た．また，σ=1のときのg(x)/xの値を表1に示した．こ

れより，符号なし距離を用いた距離推定量でも，真の

距離xが測定誤差σの4倍以上あれば，偏りは非常に小

さくなることが分かる．

a点の観測値がb点の観測値より必ず小さければ（真

の距離xがσに対して十分大きければ）<d>でも問題

がない．しかし，xがσに比してそれほど大きくなく

σによって逆にa点の観測値がb点の観測値より大きく

なるときは，<d>を用いると大きな偏りが生じる．こ

れは後者の状況では距離を測る方向が逆になり，マイ

ナスの距離を不当に足し込んでしまうためである．
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f (a,b)＝ (yb－ya)2 (2)

d＝(1/n) ∑sign(ybi－yai)×  (ybi－yai)2
n
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図3-1. α＝1のときのh(x,10)のグラフ

表2. α＝1のときのh(x,n)/x

図3-2. α＝1のときのh(0.01,n)のグラフ

図1. σ=1としてxの値を変化させたときのg(x)/x

図2. α＝1のときのg(x)のグラフ



3に示した．この表を見ると，推定量はxが大きくなる

ときに偏りが小さくなるという点では他の推定量と同

じであるが，観測数nの増加とともに偏りが大きくな

るという一見常識に反する性質を持っていることが分

かる．

4) 各推定量の比較と1次元の距離推定量のまとめ

�～�式の推定量の分散は公式

を用いて計算される（詳細は補遺5）．ここでは，各推

定量の良さを平均二乗誤差（MSE）によって評価する．

MSEは，

MSE = (偏り)2 ＋分散

で計算される．従って，各推定量のMSEは，次の式で

与えられる．

図5にσ=1として，xを0.1，1，3と変化させた場合の

MSEの変化を示した．

この図よりMSEを推定量の良さの基準として採用す

れば，d
_
，d^ の推定量を用いるのが最も良いと考えら

れる．d
_
を用いたとき，95％信頼区間の幅を真の距離

の100c%に抑えるために必要な標本数nは，偏りが0よ

りMSE＝分散であることから，(9)式の平方根を用い

GPSに用いた海上での延縄浮子間の距離推定

て計算出来る．(9)式から，

とおく．この式を解くと，必要標本数nは，

で与えられる．測定器の精度が良くx/σ=20であると

き，c=0.01とすると，8/(0.01)2×(1/20)2=200となり，

200個のサンプルがあれば95%信頼区間で考えて距離

の誤差を1%に抑えられる．x/σ=1という測定器の精

度が悪い場合は，誤差1%を達成しようとすれば，

8/(0.01)2×(1/1)2=80000となり，非常に多くのサンプル

が必要となる．延縄の浮子間の距離推定はほぼx/σ

=20に対応するので，200～300個のサンプルを用いれ

ば十分な精度が得られる．表2より標本数が100個に近

ずくと，d^ の偏りは0となるので，d^ についても必要な

標本数は同じになる．

以上から1次元の距離の場合は以下の2点が分かっ

た．

・距離推定量は不偏推定量d
_
あるいは最尤推定量d^ を

採用するのが良い．

・延縄浮子間の距離でのように真の距離に比して測定
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図4-1. α＝1のときのk(x,10)のグラフ

表3. α＝1のときのk(x,n)/x

図4-2. α＝1のときのh(0.01,n)のグラフ

図5. α＝1のときのMSEの変化((9)～(12)は本文中の式(9)～(12)
に対応）

(8)

MSE(d)＝2σ2/n
―�

MSE(   d  )＝｛(n－1)g(x)2－2xg(x)＋2σ2｝/n
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V(X)＝E(X2)－｛E(X)｝2 (7)
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器の精度が良いとき(x/σ=20)は，標本数が200個以

上あれば，精度の良い推定が可能である．

2次元空間の距離の推定量

2次元の距離zは，2点(x
1
, y
1
)，(x

2
, y
2
)が与えられれば，

によって計算される．前節の考察により，2次元の距

離の各成分を1次元の距離推定量d
_
またはd^ によって計

算し，(15)式によって距離を求めることとする．

1) d
_
の推定量を成分に用いた2次元距離

d
_
の推定量のΣの中の式

の値はy
bi
- y

ai
と一致するから，真の距離をxとすると

となる（大文字は確率変数を表している．以下も同じ）．

よって，

である．x成分の距離（真の距離x）を推定するために

推定量d
_
を用いたものをm

_
x
，y成分の距離（真の距離y）

を推定するために推定量を用いたものをとする．補遺

6より，

とおけば，

となる．ここで，ϕ0=ϕ(x,y)であり，ϕm
_
x
m
_
x
などは，

∂2ϕ(m
_
x
,m
_
y
)/∂m
_
x
2などに，m

_
x
=x, m
_
=yを代入したものを

表す．式(20)より，(19)の形の推定量は，偏り

をもつことが分かる．上の(20)式の第3項までの式を

整理すると，以下のようになる．

σ^2をσ2の不偏推定量とし，推定量(19)を

とすれば，これは単に各成分をd
_
で推定して(19)式で

計算するものより不偏推定量に近いと考えられる．

2) d
_
の推定量を成分に用いた2次元距離

各成分をd^ の式で推定した距離は，1次元空間の場

合と同じく2次元空間の距離においても最尤推定量で

ある．1)と同様，x成分の距離（真の距離x）推定量と

してd^ に従うものをm^
x
，y成分の距離（真の距離y）推

定量としてd^に従うものをm^
x
とする．補遺7より，

とおくとき，

となる．ここで，ϕ
0
＝ϕ(x,y)であり，ϕ

m^xm^y
などは，

∂2ϕ(m^
x
,m^

y
)/∂m^

x
2などに，m^

x
＝x，m^

y
＝yを代入したも

のを表す．これは，式(20)と同じであるから，(21)式

と同じかたちの偏りを持つことになる．それ故，σ^2

をσ2の不偏推定量とすると，推定量

は各成分をd^ で推定して(24)式で計算する距離の最尤

推定量に対してその偏りを補正したものとなってい

る．

3) 2つの形の距離推定量の比較と2次元距離推定量の

まとめ

補遺6，補遺7で，期待値の計算式はいずれも

となっている．このことは各成分をd
_
，d^ のどちらで

推定しても，その分布は等しく結果（期待値や分散）

は変わらないということを意味する．ここでは，MSE

が安定して小さく（図5），比較的かたちが簡単である

d^を採用し，次の2つの推定量，

を考え，シミュレーションを用いて推定量（a）と（b）

の期待値，分散とMSEを比較した（シミュレーション

の詳細は補遺8）．表4に各推定量の {偏り/(真の距離)}，

分散とMSEを示した．また，図6に，x=0.1，1，3のと

きのnに対するMSEを示した．

表4より，推定量（b）を用いれば，偏りはかなり補

正されることが分かる．しかし，推定量（b）は分散

が大きいため，MSEは推定量（a）とほぼ一致し，必

ずしも推定量（a）が悪いとはいえない．MSEの小さ
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z＝ (x2－x1)2 ＋(y2－y1)2 (15)
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い推定量が良いと考えるならば，推定量（b）の補正

はあまり有効でないので，以下では推定量（a）を用

いることにした．

表4によると，推定量（a）の分散はrの大きさが変

わってもそれほど大きく変化しないことが見て取れ

る．推定量（a）を用いたとき，デルタ法により分散

を求めると，

GPSに用いた海上での延縄浮子間の距離推定

となる．この式はrに依存しないので，�式は分散の

良い推定値となることが予想される．実際，これを用

いて分散を計算し，シミュレーションによる推定値と

の差を見ると，r/σ≧1であればその値は非常によく一

致していることが分かる（表5）．ただし，r/σ＜1のと

きはサンプル数を増やさなければ，あまりよく一致し

ない．これは，デルタ法を使うにはテイラー展開の1

次の項までで十分に近似が良くなければならないが，

r/σ＜1のときそれでは近似が不十分であるためであろ

う．簡単な計算により，

が分かるので，これと近似分散(30)を公式 {E(X)}2=E

(X2)－Var(X)に適用すれば，推定量（a）の近似期待値

が以下の式で与えられる．

これらの分散，期待値の式(30)，(32)は，測定器の

誤差σがrに比してそれほど大きくなければ，かなり

良い近似になると予想される．

よって，95%信頼区間で考えて誤差の範囲を100c%に

抑えるとき最低必要なサンプル数は，次の式より求め
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表5. デルタ法による分散とシュミレーションによる分散の差
（小数点以下6桁は四捨五入）

図6. σ＝1のときのMSEの変化

Var(r)＝―σ22�
n

(30)

E(r2)＝――＋r24σ2�
n＾� (31)

E(r)＝ ―σ2＋r22�
n＾� (32)

表4. 推定量a）とb）の偏り，分散，MSE
（小数点以下4桁は四捨五入）
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られる．

これを解くと，

が得られる．上式にr/σの値とc=0.01を代入すると，

95%信頼区間で考えて距離の誤差を1%に抑えるため

のサンプル数が求められる．c = 0 . 0 1のとき，

{(10c2+20c+16)+8(1+c)√(c2+2c+4)}/{(c2+2c)2}=80199.87

であるから，誤差を1パーセント以下に抑えるのに必

要なサンプル数は，測定器の精度が良い（r/σ=20）

場合には，80199.87×(1/20)2=200.50より，200個程度

となる．しかし，測定器の精度が悪ければ（r/σ=1），

多くのサンプル（80200個）が必要となる．

以上のことから，以下の2点が分かった．

・推定量（b）を用いても，分散が大きいため有効な

改良とならない．

・推定量（a）を用いたとき，延縄の浮子間距離のよ

うに真の距離に比して測定器の精度が良いとき(r/σ

=20)は，標本数が200個以上あれば精度の良い推定

が可能である．

実　験

1) GPSについて

GPSは地球を周回する衛星からの電波信号を受信

し，発信時刻と受信時刻との差から観測点の地球上の

位置を推定する技術である．その際，観測点の３次元

的座標を得るためには少なくとも４個の衛星から同時

に受信しなければならない．

民生用のGPSが位置測定の誤差を持つ原因はいくつ

か知られている（土屋・辻,  1995）．主要なものとし

ては，Selective Availability（SA）がある．これは，衛

星を運行している米国国防省が軍事以外の利用を制限

して，意図的に衛星からの信号（C/Aコードのタイミ

ングおよび軌道情報）にノイズを乗せているためであ

る．さらに，GPS受信機と衛星同士の相対的な位置関

係があり，衛星同士が観測点からみて同じような位置

あるいは直線に近い位置関係にあるときには幾何学的

な原因で測位精度が低下する．この精度の低下はDOP

と呼ばれる指標で評価される．また個々の衛星特有の

誤差（搭載された原子時計の精度）や，電波が電離層

や対流圏を通過するときに起こる伝播速度の低下など

がある．

延縄浮子間の距離の推定では相対的な位置関係のみが
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分かればよい．よって，2点で同時に同じ衛星の組を

使って各々単独測位を行ない，位置データ同士の差分

をとると各々の点におけるSAや電離層・対流圏での

伝播速度の変化に基づく誤差がある程度打ち消し合う

から，誤差はかなり押さえられることが見込まれる．

このことを実証するため以下の実験を行った．

2) 屋上GPS実験

遠洋水産研究所の屋上にGPS受信機2個を25m隔てて

設置し，1秒毎の受信データを約12時間取得した

（1997年11月14日04:00-16:00 GMT）．GPS間の距離は

巻き尺を用いて計測した．受信機は，市販のカーナビ

ゲーション用のものと同等なSONY製のIPS-5000を使

用し，データはRS-232Cを通してコンピュータ（セイ

コー電子製 BRAIN PAD）のディスクに記録した．得

られるデータは，C/Aコードで，1秒毎の緯・経度，

DOP値，8個までの衛星の受信状態（衛星番号，計算

に使用・不使用，衛星の方向・高さ，受信レベル）等

の情報が得られる．

海上での使用と同様に受信機，電源，コンピュータ

ーは密封型のプラスチック製浮子（直径約40cm）に

収納した状態で計測した．この受信機は8個までの信

号を同時に受信でき，そのうちDOPの良い4個の組み

合わせを選んで位置を計算する．

3) 結　果

双方のGPS受信機から得られた1秒毎の位置の緯・

経度を図7に示した．測定位置に関して，GPS＃1，2

とも緯・経度それぞれの標準偏差は0.8-0.9秒程度であ

る．緯・経度1秒の長さは実験場所（北緯34度59分，

東経139度31分）でそれぞれ30.8ｍ，25.5ｍ(東京天文

台，1989)に相当し，少なくとも緯・経度とも標準偏

差で25ｍ程度の誤差がある．これは誤差半径で35m程

であり，95%の信頼限界の半径はこの2倍程度になる

ので従来から言われてきた精度（100m）とほぼ一致

する．

しかし，緯度・経度ともに，GPS#1，2の測定値は

似た変化を示しているので，その差は時折大きな値が

現れるが，かなり安定している（図7，図8）．各衛星

は世界中に広く配置された衛星追跡ステーションによ

り詳しい軌道がモニターされ，衛星に最新の軌道情報

を伝え，これにより各衛星は1-2時間おきに詳細な自

身の軌道情報を得る．更新のタイミングによっては，

新・旧の軌道情報の混乱により位置情報が不正確にな

ることが知られている（土屋・辻, 1995）．明白にはず

れ値と考えられる測定位置のいくつかはこの原因によ

( ―σ2＋r2－r)＋(2―σ)/r＝c22�
n

2�
n (33)

σ�
rn＝(―)2    ――――――――――――――――�
(10c2＋20c2＋16)＋8(1＋c) c2＋2c＋4

(c2＋2c)2
(34)
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るものであろう．

GPS#1，2の測定値はかなり高い相関を保ちながら

変化し，緯度・経度とも相関係数0.9以上である（図9

上）．受信機同士は25mの近距離にあり，遮蔽物がな

ければ同一の衛星の組により測位するはずである．し

かし実際には近くの構造物や木の影響で同一の衛星が

見える保証がなく，同一の衛星で測位したのは全デー

タの81%であった．２つのGPS受信機が異なる衛星の

組によって測位した場合（図8の赤い線の部分）に大

きな偏りを生じていることが分かる．そこで，同一の

衛星から得た測位データのみを選ぶと相関係数は緯

度・経度とも0.98となる（図9下）．よって，同一衛星

から計算した位置データを選べば，かなり正確に距離

が求まると期待される．実際，このデータから各点の

全期間（12時間）の平均の座標を求めて距離を計算す

ると25.5mとなり，真の距離とのずれは0.5mであった．

議　論

2つのGPSの測定位置が高い正の相関を示すことは，

独立の誤差を仮定した場合より，計算される距離の偏

りや分散を減少させることになる．なぜならば，同方

向に同程度の大きさで両点がずれるため，1次元の場

合で述べた偏りの原因である観測点の距離の方向の逆

転現象は独立にランダムな誤差を仮定した場合より起

こりにくくなり，かつ2点間の距離のばらつきは抑え

られるので，より正確な測定となるからである．屋上

実験でのデータのうちおおよそ4時00分から14時30分

図7. 屋上実験から得られた毎秒の緯・経度の位置と距離の変
移（上は緯度，下は経度）

図8. 屋上実験から得られた毎秒の緯度の距離の衛生捕捉状況
（青線は同一衛生捕捉データによるもの，赤線は異なる衛生捕
捉データによるもの．経度については，同様であるので省略
した）

図9. 2つのGPSによる位置測定データの相関図（経度について
は，同様であるので省略した）
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までの同一衛星捕捉データ（31000個）を用いて，そ

れを2，5，・・・，1000個のデータに分割し，2点の

距離の平均と標準偏差を計算した（表６）．表6より，

シミュレーション（補遺8）と理論（式（30）及び

（32））によって得られた平均，標準偏差と観測値から

得られた平均，標準偏差を比較すれば，観測値による

距離推定値はより良い精度の非常に安定した値を与え

ていることが分かる（上記観測結果より，σ=25とし

た）．しかし，サンプル数を多くしても常に観測値に

よる距離推定値の偏りが0.5m（25mの2%）程度あり，

これは理論と矛盾している．この理由としては以下の

2点が考えられる．

①　GPSの丸め誤差：市販のGPSは0.1秒（実験場所で

緯度方向3.08m，経度方向2.55m）より小さい桁は

表示しないので，四捨五入による誤差が混入する．

②　人為的な誤差：GPSがプラスチック製浮子の中に

入っているため，GPSの位置を厳密に測定できない．

これらの誤差は2点間の真の距離の大小に依存しな

い固有のものである．屋上実験による観測では大きく

ても1m程度と考えられる（表6）ので，延縄の浮子間

の距離を測定するような場合にはそれほど問題とはな

らないであろう．

さて，延縄の浮子間の距離の推定においては，陸上

でのように山林のような自然物や人工の建築物などの

障害物はないが，海面の波が存在する．浮子がその谷

間に入ると仰角の低い衛星は見えなくなるから，2つ

のGPSが常に同じ衛星を選べるとは限らない．過去の

観測によれば，延縄浮子に取り付けたGPSの同一衛星

捕捉割合は約70%であった．GPSは1秒に1回測値を与

えるので，1分間には60個の観測値が得られる．した

がって，理論的には浮子に市販のGPSを搭載（σ=25）

して5分間のデータを集めれば，5×60×0.7=210個の

データが得られる．よって，有効データ数を200個と

すると，標準偏差は25×√(2/200)＝2.5mとなる．浮子

間の距離がおよそ500mでは，偏りは0で，2×標準偏

差でも5mであるから，誤差は5/500=0.01となる．実際

の観測では，標準偏差が理論より小さくなっている

（表6）ことから，誤差を1パーセント以下に抑える目

的は十分に達成可能である．一般に，海面上での漂流

物間の距離測定に関しては，それに要する時間は短い

方が良いと考えられる．なぜなら，海面上の浮子は海

上風や波，海流や海洋中の乱流によって常に位置が変

化するからである．故に，延縄の浮子間の距離測定に

おいては，5分程度の観測値により計算するのが最も

良いであろう．

ただし，海がひどく荒れているとき同一衛星捕捉割

合は更に減少し，より長時間の測定が必要となると予

想される．はえ縄は漁具の大部分が海中にあり，浮子

はこれに束縛されているから，海上風の影響が浮子間

の距離に短時間に大きく影響するとは考えにくいが，

吹送流や波力の影響で浮子の運動はより複雑なものに

なるかもしれない．この場合には浮子間の距離の変動

は激しくなると考えられるので，測定時間を短くする

べきという要求は更に高まる．それ故，上で行った議

論を厳密に一般化するためには，より多くの知見を集

めて更に詳細な議論をする必要があろう．

まとめ

本研究により得られた主な成果は以下の通りであ

る．

1) 距離の推定量としては最尤推定量を用いるのがよ

い．

2) 測定器の精度が比較的良い場合，2次元距離の分散

はデルタ法による近似分散で十分よく近似される．

3) 2つのGPSにより得られる位置観測データは強い正

の相関を持つ．そのデータのうち同一衛星を捉えたも

のだけを取り出せば，はずれ値が取り除かれ，より高

い相関を持つデータが得られる．

4) GPSより得られたデータを用いた2点間の距離推定

表6. 屋上実験データによる距離の推定値
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値の誤差は，独立性・ランダム性を仮定したときの偏

りや分散から得られるものよりも小さくなり，高精度

の推定が可能となる．

5) 海面上の浮子間の距離の場合，一般には市販のGPS

によるおよそ5分（有効データ数200個）ぐらいの位置

データを用いれば，距離の推定誤差は1%弱に抑えら

れる．
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補　遺

1. 推定量が不偏であることの証明

簡単のため， とする．期待値を計算す

ると，

ここで， Z=Y
2
-Y

1
とすると，正規分布の再生性から，

Z～N(x,2σ
2
)であるので，

ここで， などを用いれ

ば，E(d
_
)=xとなり証明される．

2. 推定量の偏りの評価

Z=Y
x
-Y

0
とすると正規分布の再生性から，Z～N(x,2

σ
2
)であるので，

公式， などを用いれば，最

後の式の第1項と第2項の和は， となる．

第3項は，

ここで，Φ(・)は標準正規分布の累積分布関数である．

結局，

となる．

ちなみに，g(x)を微分すると，

Φ(・)は，累積分布関数であるから，ǵ (x)＜0．よっ

て，g(x)は単調減少関数である．

さて，ここで

を考えると，

となる（上の式で第3式から第4式へはL'Hospitalの定

理を用いた）．

よって，g(x)→0 (x→∞)となり，グラフが図2のよう

になることが示される．

3. 推定量dの偏りの評価

と　　　　　　　　なので，正規

分布の再生性により，その差ZがN(x, 2σ2/n)に従うこ

とを用いれば，<d>のときと同様な計算により，

di＝ (yxi－yoi)2

E(d)＝E((1/n)∑sign(yxi－yoi)×di)＝(1/n)∑E(sing(yxi－yoi)×di)＝E(sing(yxi－yoi)×di).
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これから，

となる．

4. 推定量の偏りの評価

前と同様に，Z=Y
x
－Y

0
とおくと，Z～N(x,2σ2)であ

る．よって， であるので，

は自由度n，

非心度　　　　　　　　の非心カイ2乗分布に従う．

自由度n，非心度δの非心カイ2乗分布の密度関数は，

で与えられるので，

となる．従って，

5.  1次元の各推定量の分散

分散Vは，公式

V(X)=E(X2)－{E(X)}2

を用いて計算する．

まず，<d>の推定量の分散を計算すると，

従って，

同様な計算により，d
_
の推定量の分散，

V(d
_
)=2σ2/n

が得られる．

d^ の分散は，

従って，

d̃の分散は，

Z＝Y
x
-Y

0
～N(x,2σ

2
)であるから，

よって，

と求められる．

6. d
_
を用いた2次元推定量の期待値

吉澤（1989，第7章）の方法に従う．本文より，

であるから，

とおき，(14)式の関数をテイラー展開して

と書く．ここで， であり， などは，

などに， を代入したものを表

す．これを用いて， を計算するとsとtの奇

数べきの積分は消えるので，以下のように，本文(15)

式を得る．

7. d^ を用いた2次元推定量の期待値

補遺3より， であるから，

であるから，

となる．従って，この関数ϕに関して期待値や分散を
求める場合には，m^

x
，m^

y
はそれぞれ正規分布N(x，2

σ2/n)，N(y，2σ2/n)に従うと考えてよい．よって，補

遺6と同様に，以下のように本文(20)得る．
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8. シミュレーションの詳細

シミュレーションは，S-Plusを用いて行った．以下

にその手順を述べる．

1) （2次元の）真の距離rと標本数nを与える．

2) 区間[0,1]の一様乱数uを一個発生させ，与えられた

真の距離をx軸（緯度）とy軸（経度）に割り振る．

3) x
b
～N(x,1)，x

a
～N(0,1)，y

b
～N(y,1)，y

a
～N(0,1)をそ

れぞれn個発生させ，本文中に与えられた推定量(a)ま

たは(b)を用いて距離を計算する

ただし，推定量(b）を用いた場合は，σの不偏推定量

として，

を用いた．ここで，s
xa
2などは各点の不偏推定量である．

これが不偏であることは，

と容易に示される．

4) 上の1)～3)の操作を1000回繰り返してその平均と分

散を計算する．
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